0.1 Das Skalarprodukt zweier Vektoren

Fiinfte Woche, 27. April, Copyright (C) 2009 by Gerhard Oberressl

Nach Gleichung 77 ist aber das Quadrat des Abstands der Punkte A und B gegeben
durch

(ABY = (& — el + (& — &b + (& —
(die Koordinaten der Einsvektoren sind ihre Richtungscosinus)
= (c})? = 2cfet + (e1)? + (3)” — 2¢3¢y + (c)* + (3)* — 2ce + (c3)?
= [(e1)® + (2)* + (e3)"] + [(1)* + (3)" + (e3)°] — 2(ere] + a3 + e33).
Da aber nach ( 77?)
()2 + ()2 + (ch)2] = 1 und [(3)2 + ()2 + ()] = 1
ist, erhalten wir durch Einsetzen von (AB)? in ( ?77),

cosf = (cict + chch + cicl). (0.1)

Da cos@ = cos (2w — ) ist, konnen wir in Abb. ?? sowohl den spitzen als auch den
stumpfen Winkel als 6 bezeichnen. Egal wird es natiirlich erst recht, wenn die Winkel
90° sind. Die Ortsvektoren u und v schlieen einen rechten Winkel ein, genau dann,
wenn 0 = § oder 6 = 37“, also genau dann, wenn cosf = 0 ist.

Damit haben wir eine Bedingung dafiir, dafl zwei Ortsvektoren oder auch zwei Geraden

durch den Ursprung senkrecht zueinander stehen, ndmlich genau dann, wenn

cos® = (cic} + i3 + cicd) = 0. (0.2)

0.1 Das Skalarprodukt zweier Vektoren
Wenn man in Gleichung 0.1 beide Seiten mit ||ul|||v| multipliziert, erhélt man
lallivll cos & = [[ul[[[vi[(cic] + e3¢5 + c3e3) = uv(cie] + eae3 + cjc3), also
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[ull||v]| cos @ = (uctve? + uctved + ucived) = (urv1 + ugve + uzvs). Wir bezeichnen

uv = [|lull[Jv]fcos & = (w101 + ugvz + uzvs) (0.3)

als das Skalare Produkt, das Innere Produkt oder den metrischen Tensor der Vektoren
u = (uq,ug,u3) und v = (v1,v9,v3). Die erstere Bezeichnung bezieht sich auf das Pro-
dukt, das ein Skalar ist. Andere Schreibweisen sind (u,v) oder (u|v). Zusammen mit
dem Inneren Produkt ist der Vektorraum R3 ein euklidischer Raum.



Abbildung 0.1: Orthogonale Projektion von v auf die Wirkungslinie von u

0.2 Die orthogonale Projektion eines Vektors

Gegeben sei die Wirkungslinie eines Vektors u durch ihre Richtungscosinus (¢, ¢, c3)

und ein Vektor durch seine Komponenten v = (vy,va,v3). Nach Gleichung ?7? sind die
Richtungscosinus von v gegeben durch (%%, %2, %3) mit v = [|v||. Der Winkel zwischen u

und v ist nach Gleichung 0.1 gegeben durch

C1V1 + oV + C3V3
” .

cosf =

(0.4)

Die othonormale Projektion von v auf u oder dessen Verldngerung (siehe Abb. 0.1) ist
aber gegeben durch ON = v cosf. Wir haben damit gefunden,

Die orthogonale Projektion eines Vektors (vi,va,v3)
auf eine Gerade mit den Richtungscosinus (c1,ca,c3) ist gegeben durch

|v|lcos @ = (vier + vaca + vscs). (0.5)

0.3 Ubungen

1. Von einem Vektor A sei die Lénge gegeben und die Winkel «, 3,7 die er mit den
Koordinatenachsen Oz, Oy, Oz einschliesst. Man finde seine Komponenten.

2. Von einem Vektor r seien die Z o und 3 gegeben. Man finde den £ ~.

3. WelcheAé mit clen Kogrdinatepachgen bildet Ader Yektor w = a + b + ¢, wobei
a=-2i—j+5k, b=1i+2v2j—3k und c = j + 2k?

4. Wie heifit der Einsvektor von © = %él — %ég + 3%63?

5. Man bestimme den Winkel zwischen zwei Raumdiagonalen eines Wiirfels.

6. Fiir einen Ortvektor B gilt a = 135°, 3 = 60°, v ist stumpf und ag = —2. Man
beschreibe B; wie lang ist er?



